
9 Laplace 变换

Laplace 变换是常用的一种积分变换, 在数学、物理及工程科学中有广泛的应用.

9.1 Laplace 变换

Laplace 变换是一种积分变换.

Laplace 变换 如果

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt (1)

这里 t 取实数, p 是复数. 则 F (p) 称为 f(t) 的 Laplace 变变变换换换. f(t) 和 F (p) 也分别称为 Laplace 变换的原原原函函函
数数数和 像像像函函函数数数. 记为

F (p) = L {f(t)}
f(t) = L

−1 {F (p)}

Note 本章约定: f(t) 应理解为 f(t)η(t). η(t) 为 Heaviside 函数 (单位阶梯函数)

η(t) =

{
1, t > 0

0, t < 0
(2)

Laplace 变换存在的条件
Laplace 变换存在的条件也就是积分 ∫ ∞

0

e−ptf(t)dt

是否对某些 p 值, 积分收敛. 在本课程中, 假设 f(t) 满足

1. f(t) 和 f ′(t) 在区间 0 ≤ t <∞ 上分段连续, 在任何有限区间内的不连续点的数目是有限的;

2. f(t) 有有限的增长指数, 即存在正数M > 0 及实数 B(增长指数), 使对于任何 t ≥ 0,

|f(t)| < MeBt (3)

则 f(t) 的 Laplace 变换在半平面 Rep > B 上存在. 且在此半平面内, 像函数 F (p) 是解析函数.
这是 Laplace 变换存在的充分条件. 一般问题中遇到的函数都能满足这个条件.
当然, 如果 B 存在, 则并不唯一, 因为比 B 大的任何正数显然也符合条件. B 的下界称为绝对收敛横标.

收敛横标

Lemma 9.1 若 Laplace 积分
∫ ∞
0

f(t)e−ptdt 在 p = p0 处收敛, 则它在开的半平面 Rep > Rep0 上亦收敛,

且在此半平面上等于绝对收敛积分

(p− p0)

∫ ∞
0

g(t; p0)e−(p−p0)tdt, (4)

其中

g(t; p0) =

∫ t

0

f(τ)e−p0τdτ. (5)
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Proof 因为
dg(t; p0)

dt
= f(t)e−p0t,

所以 ∫ T

0

f(t)e−ptdt =

∫ T

0

dg(t; p0)

dt
e−(p−p0)tdt

=g(t; p0)e−(p−p0)t
∣∣∣∣T
0

+ (p− p0)

∫ T

0

g(t; p0)e−(p−p0)tdt

=g(T ; p0)e−(p−p0)T

+ (p− p0)

∫ T

0

g(t; p0)e−(p−p0)tdt.

已知积分

∫ ∞
0

f(t)e−p0tdt 收敛, 这意味着

lim
T→∞

∫ T

0

f(t)e−p0tdt = lim
T→∞

g(T ; p0)

存在, 亦即 g(t; p0) 有界, |g(t; p0)| ≤M . 故可将积分取极限 T →∞, 即证得积分等式 (4).

Theorem 9.2 设 f(t) 满足 Laplace 变换的充分条件,

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt

则存在实数 −∞ ≤ s0 <∞, 使得 ∫ ∞
0

e−ptf(t)dt

{
收敛, 若Rep > s0

发散, 若Rep < s0

s0 称为收收收敛敛敛横横横标标标. 并且 F (p) 在区域 p > s0 解析, 且

F ′(p) = −
∫ ∞
0

e−pttf(t)dt p > s0 (6)

Example 9.1 f(t) = 1

Solution 当 Re(p) > 0 时, 求得

L {1} =

∫ ∞
0

e−ptdt = − 1

p
e−pt

∣∣∣∣∞
0

=
1

p

收敛横标 s0 = 0.

Example 9.2 f(t) = eαt

Solution 当 Rep > Reα 时, 求得

L

{
eαt
}

=

∫ ∞
0

e−pteαtdt =
1

p− α

收敛横标 s0 = Reα.
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正则横标

设 F (p) 在区域 Rep > γ 解析, 在 Rep = γ 上有奇点, γ 称为该 Laplace 变换的正则横标.

Example 9.3

f(t) =
d

dt
cos(πet) = −πet sin(πet)

Proof 它的 Laplace 积分在 Rep > 1 的半平面上绝对收敛, 在 Rep > 0 的半平面收敛. 然而 Rep > 0 时∫ ∞
0

f(t)e−ptdt = cos(πet)e−pt
∣∣∣∣∞
0

+ p

∫ ∞
0

cos(πet)e−ptdt

=1 +
p

π

∫ ∞
0

πet cos(πet)e−(p+1)tdt

=1 +
p

π
sin(πet)e−(p+1)t

∣∣∣∣∞
0

+
p(p+ 1)

π

∫ ∞
0

sin(πet)e−(p+1)tdt

=1 +
p(p+ 1)

π2

∫ ∞
0

πet sin(πet)e−(p+2)tdt.

即

F (p) = 1− p(p+ 1)

π2
F (p+ 2).

利用这个关系可将 F (p) 解析延拓到整个 p 平面.

Theorem 9.3 若 f(t) 满足 Laplace 变换存在的充分条件, 则

lim
Rep→+∞

F (p) = 0

Proof 设 s = Rep. 因为

|F (p)| ≤
∫ ∞
0

∣∣e−ptf(t)
∣∣dt

≤M
∫ ∞
0

e−(s−B)tdt =
M

s−B

故当 Rep = s→ +∞ 时, F (p)→ 0.

9.2 Laplace 变换的基本性质

性质1 Laplace 变换是一个线性变换. 即若 F1(p) = L {f1(t)}, F2(p) = L {f1(t)}, 则

L {α1f1(t) + α2f2(t)}
=α1L {f1(t)}+ α2L {f2(t)}
=α1F1(p) + α2F2(p) (7)

这个性质很容易从 Laplace 变换的定义得到.
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根据这个性质, 立即得到

L {sinωt} = L

{
eiωt − e−iωt

2i

}
=

1

2i

[
1

p− iω
− 1

p+ iω

]
=

ω

p2 + ω2
(8)

L {cosωt} = L

{
eiωt + e−iωt

2

}
=

1

2

[
1

p− iω
+

1

p+ iω

]
=

p

p2 + ω2
(9)

性质2 设L {f(t)} = F (p)

延迟定理 L {f(t− τ)} = e−pτF (p),

τ > 0 (10)

相似性 L {f(at)} =
1

a
F
(p
a

)
,

a > 0 (11)

位移定理 L

{
ep0tf(t)

}
= F (p− p0) (12)

性质3 原函数的导数的Laplace变换. 设 f(t)及 f ′(t)都满足Laplace变换存在的充分条件,L {f(t)} = F (p),
则

L {f ′(t)} = pF (p)− f(0) (13)

Proof 分部积分, 即得 ∫ ∞
0

f ′(t)e−ptdt = f(t)e−pt
∣∣∣∞
0

+ p

∫ ∞
0

f(t)e−ptdt

同样, 只要 f(t), f ′(t), ..., f (n)(t) 都满足 Laplace 变换存在的充分条件, L {f(t)} = F (p), 则

L {f ′′(t)} = pL {f ′(t)} − f ′(0)

= p2F (p)− pf(0)− f ′(0) (14a)

L

{
f (3)(t)

}
= p3F (p)− p2f(0)− pf ′(0)− f ′′(0) (14b)

L

{
f (n)(t)

}
= pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0) (14c)

− · · · − f (n−1)(0) (14d)

Example 9.4 LR 串联电路如图, 开关 K 合上前电路中没有电流, 求 K 合上后电路中的电流.

E

R

L

K
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Solution 根据 Kirchhoff 定理, 可列出微分方程

L
di

dt
+Ri = E (15a)

i(0) = 0 (15b)

设L {i(t)} = I(p), 则

L

{
di

dt

}
= pI(p)− i(0) = pI(p)

所以

LpI(p) +RI(p) =
E

p

得

I(p) =
E

p

1

Lp+R
=
E

R

[
1

p
− 1

p+R/L

]
从像函数反过来求原函数, 称为反演. 得

i(t) =
E

R

[
1− e−(R/L)t

]

性质4 原函数的积分的 Laplace 变换. 设 f(t) 满足 Laplace 变换存在的充分条件, 则

∫ t

0

f(τ)dτ 的 Laplace

变换也存在. 设L {f(t)} = F (p)

L

{∫ t

0

f(τ)dτ

}
=
F (p)

p
(16)

Proof 因为 ∣∣∣∣∫ t

0

f(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|f(τ)|dτ

≤
∫ t

0

Mes0τdτ =
M

s0

(
es0t − 1

)
所以

∫ t

0

f(τ)dτ 的 Laplace 变换存在. 因为

d

dt

∫ t

0

f(τ)dτ = f(t)

根据性质3, 就有

F (p) = pL

{∫ t

0

f(τ)dτ

}
−
∫ 0

0

f(τ)dτ

即得

L

{∫ t

0

f(τ)dτ

}
=
F (p)

p
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Example 9.5 LC 串联电路

C L

q0

−q0

Solution 列出方程

q

C
= L

di

dt

q = −
∫ t

0

i(τ)dτ + q0

所以

L
di

dt
+

1

C

∫ t

0

i(τ)dτ =
q0
C

这是关于 i(t) 的微分积分方程. 设L {i(t)} = I(p), 则有

LpI(p) +
1

C

I(p)

p
=
q0
C

1

p

解得
I(p) =

q0
LCp2 + 1

求反演, 即得

i(t) =
q0√
LC

sin
t√
LC

L {ln t}

可以从

∫ ∞
0

tz−1e−ptdt 出发来计算

L {ln t} =

∫ ∞
0

ln te−ptdt.

因为 Rep > 0, Rez > 0 时 ∫ ∞
0

tz−1e−ptdt =
Γ(z)

pz
.

两端对 z 求导 (合法性?), ∫ ∞
0

tz−1 ln te−ptdt =
Γ(z)

pz
[ψ(z)− ln p].

令 z = 1, 即可求得 ∫ ∞
0

ln te−ptdt = −1

p
[γ + ln p],

即

L {ln t} = −1

p
[γ + ln p].
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9.3 Laplace 变换的反演

求 Laplace 变换的反演, 即求原函数 f(t) = L
−1 {F (p)}, 满足

L {f(t)} = F (p)

反演的唯一性问题 即对于任意给定的像函数 F (p), 是否可能存在不止一个原函数. 例如 f1(t) 6= f2(t), 使得

L {f1(t)} = F (p), L {f2(t)} = F (p)

Theorem 9.4 设 f1(t) 和 f2(t) 为连续函数, 若

L {f1(t)} = L {f2(t)}

则 f1(t) ≡ f2(t).

因此, 如果限定原函数为连续函数, 则 Laplace 变换的反演具有唯一性. 以下, 我们将约定原函数均为连续
函数.

像函数的导数的反演 设 f(t) 满足 Laplace 变换存在的充分条件, L {f(t)} = F (p), 则

L
−1
{
F (n)(p)

}
= (−t)nf(t) (17)

Proof 因 F (p) 在 Rep > s0 的半平面上解析, 可以证明 F (p) 无穷积分在 Rep ≥ s1 > s0 区域一致收敛, 因
而可以交换求导和积分次序

F (n)(p) =
dn

dpn

∫ ∞
0

f(t)e−ptdt =

∫ ∞
0

(−t)nf(t)e−ptdt

根据这个公式, 由

L
−1
{

1

p

}
= 1 (18a)

得

L
−1
{

1

p2

}
= −L −1

{
d

dp

1

p

}
= t (18b)

L
−1
{

1

p3

}
=

1

2
L
−1
{

d2

dp2
1

p

}
=

1

2
t2 (18c)

由上节性质2, 又得

L
−1
{

1

(p− p0)2

}
= tep0t (19a)

L
−1
{

1

(p− p0)3

}
=

1

2
t2ep0t (19b)

这样, 若 F (p) 是有理函数, 则总可以通过部分分式求反演. 例如

L
−1
{

1

p3(p+ α)

}
=L

−1
{

1

α

1

p3
− 1

α2

1

p2
+

1

α3

1

p
− 1

α3

1

p+ α

}
=

1

2α
t2 − 1

α2
t+

1

α3
− 1

α3
e−αt
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Example 9.6 设 F (p) = ln
p

p+ 1
, 求 f(t) = L

−1 {F (p)}.

Solution 由
L
−1 {F ′(p)} = −tf(t)

而

F ′(p) =
1

p
− 1

p+ 1

所以
−tf(t) = 1− e−t

于是

f(t) = −1

t

(
1− e−t

)

像函数的积分的反演 设L {f(t)} = F (p). 且当 t→ 0 时, |f(t)/t| 有界, 则

L
−1
{∫ ∞

p

F (q)dq

}
=
f(t)

t
(20)

这里的积分上限应理解为 Rep→ +∞, 并且积分路径在 F (p) 的解析半平面内, 因而积分与路径无关.

Proof 因为 t→ 0 时, |f(t)/t| 有界, 故存在 A(a), 使 0 < t < a 时∣∣∣∣f(t)

t

∣∣∣∣ ≤ A
而当 t ≥ a 时 ∣∣∣∣f(t)

t

∣∣∣∣ ≤ |f(t)|
a

可知函数 f(t)/t 也具有有限指数增长的性质, 故其 Laplace 变换存在. 设

L {f(t)/t} = G(p)

则
G′(p) = L {(−t) · f(t)/t} = −L {f(t)} = −F (p)

于是

G(p) = −
∫ p

p0

F (p)dp+ C

由性质
lim

Rep→+∞
G(p) = 0

定出

C =

∫ ∞
p0

F (p)dp

故

G(p) =

∫ ∞
p

F (p)dp
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利用这个公式, 又可以得到许多函数的 Laplace 变换. 例如

L

{
sinωt

t

}
=

∫ ∞
p

ω

q2 + ω2
dq =

π

2
− arctan

p

ω
(21)

Theorem 9.5 (卷积定理) 设L
−1 {F1(p)} = f1(t), L −1 {F2(p)} = f2(t), 则

L
−1 {F1(p)F2(p)} =

∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ (22)

Proof

F1(p)F2(p) =

∫ ∞
0

f1(τ)e−pτdτ

∫ ∞
0

f2(ν)e−pνdν

=

∫ ∞
0

f1(τ)dτ

∫ ∞
0

f2(ν)e−p(τ+ν)dν

=

∫ ∞
0

f1(τ)dτ

∫ ∞
τ

f2(t− τ)e−ptdt

如图, 改变积分次序, 即得

O

τ

t

t =
τ

F1(p)F2(p) =

∫ ∞
0

e−ptdt

∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ

Example 9.7 在 LR 串联电路中 (如图) 中加一方形脉冲电压

E(t) =

{
E0, 0 ≤ t ≤ T
0, t > T

求电路中的电流 i(t), 设 i(0) = 0.

E (t)

R

L

K
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Solution 列方程

L
di

dt
+Ri = E(t)

i(0) = 0

作 Laplace 变换. 设L {i(t)} = I(p), L {E(t)} = E(p), 则

LpI(p) +RI(p) = E(p)

即

I(p) =
1

Lp+R
· E(p)

所以

i(t) =

∫ t

0

E(τ)
1

L
e−R(t−τ)/Ldτ

=

{
E0

R

(
1− e−Rt/L

)
, 0 ≤ t ≤ T

E0

R

(
eRT/L − 1

)
e−Rt/L, t > T

Example 9.8 求解变系数常微分方程初值问题:

x′′ + tx′ + x = 0

x(0) = 1, x′(0) = 0

Solution 求 Laplace 变换, 设L {x(t)} = F (p)

L {x′′} = p2F (p)− px(0)− x′(0)

L {tx′} = − d

dp
L {x′}

= −[pF (p)− x(0)]′ = −F (p)− pF ′(p)

则
p2F (p)− p− F (p)− pF ′(p) + F (p) = 0

即
pF (p)− 1− F ′(p) = 0

求反演!
x′ − tx = 0

所以
x(t) = Ce−

1
2 t

2

由初值条件, 确定 C = 1

x(t) = e−
1
2 t

2
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9.4 普遍反演公式

普遍反演公式
若函数 F (p) = F (s+ iσ) 在区域 Rep > s0 内满足:

1. F (p) 解析,

2. 当 |p| → ∞ 时 F (p) 一致地趋于 0,

3. 对于所有的 Rep = s > s0, 沿直线 L : Rep = s 的无穷积分∫ s+i∞

s−i∞
|F (p)|dp (s > s0)

收敛.

则 F (p) 的原函数为

f(t) =
1

2πi

∫ s+i∞

s−i∞
F (p)eptdp (s > s0) (23)

说明
普遍反演公式中的条件是公式成立的充分条件, 而非必要条件.

• 例如 0 < α < 1 时: L
{
tα−1

}
=

Γ(α)

pα

• 上述条件是对 F (p) 而言. 就 f(t) 而言, 有相应的定理.

Theorem 9.6 (普遍反演公式II) 设 f(t) 在 [0,∞) 的任意有限区间上只有有限个极大极小和有限个第一类
间断点1. Laplace 积分

F (p) =

∫ ∞
0

f(t)e−ptdt

在直线 Rep = s 上绝对收敛. 则

1

2πi

∫ s+i∞

s−i∞
F (p)eptdp =


0, t < 0,

f(0+)/2, t = 0,

[f(t+) + f(t−)]/2, t > 0.

说明
更一般地, 积分应理解为积分主值

f(t) =
1

2πi
lim
R→∞

∫ s+iR

s−iR
F (p)eptdp

例如: F (p) =
1

p
时,

f(t) =


0 t < 0,
1
2 t = 0,

1 t > 0.

1极限 f(a−) 及 f(a+) 存在, 等式 f(a−) = f(a) = f(a+) 不成立.
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应用

Theorem 9.7 若 F (p) 满足普遍反演公式的条件, 且 F (p) 在全平面仅有有限个孤立奇点

lim
p→∞

F (p) = 0.

则 F (p) 的原函数为

f(t) =
∑

res
{

eptF (p)
}

Proof 由普遍反演公式, F (p) 的原函数为

f(t) =
1

2πi

∫ s+i∞

s−i∞
F (p)eptdp (s > s0)

F (p) 仅有有限个孤立奇点, 且函数的奇点应在直线 L : Rep = s0 的左半平面. 考虑如图所示的矩形围道.

O s

σ

s1s0

iR

−iR

−R

围道由四部分组成, 当 R→∞ ∣∣∣∣∣
∫ −R+iR

s1+iR

F (p)eptdp

∣∣∣∣∣
≤
∫ s1+iR

−R+iR

|F (p)|
∣∣ept∣∣ |dp|

≤ ε
∫ s1

−R
estds→ 0

同样 ∣∣∣∣∣
∫ s1−iR

−R−iR
F (p)eptdp

∣∣∣∣∣
≤
∫ s1−iR

−R−iR
|F (p)|

∣∣ept∣∣ |dp|
≤ ε

∫ s1

−R
estds→ 0
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而 ∣∣∣∣∣
∫ −R−iR
−R+iR

F (p)eptdp

∣∣∣∣∣
≤
∫ −R+iR

−R−iR
|F (p)|

∣∣ept∣∣ |dp|
≤ ε

∫ R

−R
e−Rtdσ = 2Rεe−Rt → 0

所以, 由留数定理得

f(t) =
1

2πi

∫ s1+i∞

s1−i∞
F (p)eptdp

=
∑

res
{

eptF (p)
}

Example 9.9 求 Laplace 变换 F (p) = 1/(p2 + ω2)2 (ω > 0) 的原函数.

Solution 由上面定理

f(t) =
∑
全平面

res

{
1

(p2 + ω2)2
ept
}

=

[
1

(p+ iω)2
ept
]′
p=iω

+

[
1

(p− iω)2
ept
]′
p=−iω

=

{[
t

(p+ iω)2
− 2

(p+ iω)3

]
ept
}
p=iω

+

{[
t

(p− iω)2
− 2

(p− iω)3

]
ept
}
p=−iω

=
1

ω3
[sinωt− ωt cosωt]

Theorem 9.8 (推论) 设 P (p) 和 Q(p) 为多项式, degQ ≥ degP + 1. 并且 Q 的零点都是简单零点 (一阶
零点), 记为 p1, ..., pm. 则有理函数 F (p) = P (p)/Q(p) 的 Laplace 反演为

f(t) =

n∑
i=1

epit
P (pi)

Q′(pi)
(24)

下面举个复杂点的多值函数例子

Example 9.10 (多值函数的 Laplace 反演) 用普遍反演公式求 Laplace 变换 F (p) =
1
√
p

e−α
√
p, α > 0 的原

函数.

Solution 由普遍反演公式, 原函数为

1

2πi

∫ s+i∞

s−i∞

1
√
p

e−α
√
peptdp

13



其中的积分路径 L : Rep = s > 0 是右半平面上的一条平行于虚轴的直线. 考虑到被积函数是多值函数, 所以,
在应用留数定理计算这个积分时, 取积分围道如图.

s

σ

s

iR

−iR

−R
−δ

C1

C2

B

A

因为积分围道内无奇点, 所以 ∮
C

1
√
p

e−α
√
peptdp = 0

容易证明围道积分其中的四段 s+ iR → −R + iR, −R + iR → −R, −R → −R − iR, 和 −R − iR → s− iR,
在 R→∞ 时积分值→ 0. 所以 ∫ B

A

1
√
p

e−α
√
peptdp+

∫
C1

1
√
p

e−α
√
peptdp

+

∫
Cδ

1
√
p

e−α
√
peptdp+

∫
C2

1
√
p

e−α
√
peptdp = 0

由小圆弧定理

lim
δ→0

∫
Cδ

1
√
p

e−α
√
peptdp = 0

在 C1 和 C2 上, arg p = ±π, 故可分别令 p = re±πi,
√
p = ±i

√
r, 而得到∫

C1

1
√
p

e−α
√
peptdp = −i

∫ R

δ

1√
r

e−iα
√
re−rtdr∫

C2

1
√
p

e−α
√
peptdp = −i

∫ R

δ

1√
r

eiα
√
re−rtdr

所以, 在取极限 R→∞, δ → 0 后, 就有

L
−1
{

1
√
p

e−α
√
p

}
=

1

2π

∫ ∞
0

1√
r

[
eiα
√
r + e−iα

√
r
]

e−rtdr

=
2

π

∫ ∞
0

e−x
2t cosαxdx

14



而 ∫ ∞
0

e−x
2t cosαxdx =

1

2

∫ ∞
−∞

e−x
2t cosαxdx

=
1

2
Re

∫ ∞
−∞

e−x
2t+iαxdx

=
1

2
e−α

2/4tRe

∫ ∞
−∞

e−t(x−iα/2t)
2

dx

=
1

2
e−α

2/4tRe

∫ ∞
−∞

e−tx
2

dx

=
1

2
e−α

2/4t

√
π

t

所以

L
−1
{

1
√
p

e−α
√
p

}
=

1√
πt

e−α
2/4t
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